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1. INTRODUCTION

Notons avec G5V la catégorie des espaces localement convexes topologiques
vectoriels Hausdorff (voir [6]). Nous utiliserons les notations suivantes.

Structures de factorisation:

(Epi, M) = (la classe des épimorphismes, la classe des noyaux) = (la classe
des morphismes & image dense, les inclusions topologiques & image fermée);

(Eu, M) = (la classe des épimorphismes universels, la classe des monomor-
phismes précis)=(la classe des morphismes surjectifs, la classe des inclusions
topologiques);

(Ep, M,y,) = (la classe des épimorphismes précis, la classe des monomor-
phismes universels) (voir [2]);

Sous-catégories coréflectives, réflectives et leurs foncteurs:
M = des espaces avec la topologie Mackey, m : CoV — M;
8 = des espaces avec la topologie faible, s : CoV — §;

Sh = des espaces Schwartz, s, : G2V — Sh;

iR = des espaces inductifs semi-réflexifs [1], i, : CoV — iR;
sR = des espaces semi-réflexifs, r4 : G2V — sR;

'y = des espaces complets, gg : CoV — Lg;

[Ty = des espaces localement complets [5];

ql'g = des espaces quasicomplets.

1.1. Soit A et B deux classes de morphismes. Alors:

1. AoB ={a-bla € A,be B et la composition a - b existe}.
2. La classe A se nomme B-héréditaire, si f-g € Aet f € B, alors g € A.
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LEMME ([2], Lemme 2.6). La classe Epi est My, -héréditaire.

20, La classe A se nomme B-cohéréditaire, si f-g € A et g € B, alors f € A.

3. AT est la classe de tous les morphismes orthogonaux du dessus pour tout
morphisme de A, et A' = AT N Epi (voir [2]).

30, AL est la classe de tous les morphismes orthogonaux du bas pour tout
morphisme de A, et A~ = AL+ N Mono.

1.2. Pour M, classe de monomorphismes, et A, classe d’objets (une sous-
catégorie), notons par Sy((A) la sous-catégorie pleine de tous les M-sous-objets
des objets de A, et par P(A) la sous-catégorie pleine de tout produit des objets
de A.

Notation duale: Qg(A), ou € C Epi.

1.3. Couples de sous-catégories conjuguées, sous-catégories c-
coréflectives et c-réflectives (voir [3]).

Soit k£ : GV — K et I : GV — L un foncteur coréflecteur et un foncteur
réflecteur.

Notons puX = {m € Mono| k(m) € Jso}, eL = {e € Epi| l(e) € Iso}.

Définition (voir [3]). (X, L) se nomme un couple de sous-catégories con-
juguées de la catégorie CoV, si u = eL.

Soit P, la classe de couples des sous-catégories conjuguées. Chaque compo-
nente d’un couple de sous-catégories conjuguées est unique déterminée. (M, 8)
est le plus petit élément, et (C2V, C2V) le plus grand élément de la classe P..

Si (K,L) € P, alors X se nomme la sous-catégorie c-coréflective, et £
- la sous-catégorie c-réflective. Soit K. (respectivement: R.) la classe des
sous-catégories c-coréflectives (respectivement: sous-catégories c-réflectives),
et Bic = {eL|L € R.}.

1.4. La sous-catégorie Sh des espaces Schwartz et la sous-catégorie uN des
espaces ultranucléaires sont des sous-catégories c-réflectives (voir [3]).

1.5. Pour A, une classe d’objets injectifs (M,-injectifs), la sous-catégorie
Sa, P(A) est c-réflective . Ces sous-catégories forment une classe propre de
sous-catégories (voir [3]).

1.6. L’opération Ay (voir [4]). Soit A une classe d’épimorphismes de la
catégorie CoV. Notons avec A(A) la sous-catégorie pleine de tous les objets Z
a propriété:

Pour tout p: X = Y € A, tout morphisme f : X — Z s’exteint par p:

f:gpu

pour un g. Si £ est une classe d’objets ou une sous-catégorie de la catégorie
CoV et R € R, alors notons Ag(£) = A(A), ou A = {r¥|X € |L][}.
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L’opération \* est définie duale et \*(A), ou A C Mono, et A est une
sous-catégorie de la catégorie C2'V.

1.7. Proposition. 1. Pour toute classe d’épimorphismes A, la sous-
catégorie A(A) est épiréflective.
2. Soit (K,L) € P, et B=puXK. Alors A\(B) =L, et \*(B) =K.

1.8. Foncteurs commutatifs. On examinera deux foncteurs t1, to, tous
les deux coréflecteurs, tous les deux réflecteurs, ou I'un coréflecteur et ’autre
réflecteur. Dans la catégorie Co'V si t1te A ~ tot1 A pour tout A € |CoV|, alors
on peut facilement vérifier que les foncteurs ¢ - t9 et to - t1 sont isomorphes.

1.9. Sous-catégories semi-réflexives.

Définition (voir [4]). 1. Soit A une sous-catégorie et L une sous-catégorie
réflective de la catégorie CoV. L'objet X se nomme (L, A)-semi-réflexif, si sa
L-réplique appartient a la sous-catégorie A. La sous-catégorie pleine de tous les
objets (L, A)-semi-réflexifs se nomme produit semi-réflexif des sous-catégories
L et A, notée

R =L x4 A.

2. Soit £ et R deux sous-catégories réflectives de la catégorie CoV. R se
nomme une sous-catégorie L-semi-réflexive, si elle est fermée par rapport a
(eL)-sous-objets et (€L)-facteur-objets.

La classe de toutes les sous-catégories L-semi-réflexives est notée R}(eL).
Alors R}(eL) = R*(eL) NRy(eL), ott R¥(eL) = {R € RIR = S£(R)} et
Ry(e£) = {R € RIR = Qe (R)}.

Théoréme [4]. 1. Soit L € R. et R € R. Alors: L g R € R}(eL).

2. Soit R€R}(eL), TER et LOARCT C Ax(L). Alors R = L #5 (7).

Les résultats principaux de 1’ouvrage.

On affirme que iR C B-iR C sR (Lemme 3.4) et B-iR est une sous-catégorie
8-semi-réflexive (Théoreme 3.5). La Théoreme 3.7 permete de construire B-
iR-replique de tout objet de la catégorie CoV.

2. La sous-catégorie des espaces inductifs semi-réflexifs

2.1. Soit (£, t) un espace localement convexe et A un ensemble absolument
convexe dans 'espace dual E . L’espace normé (£ ,,n4) est défini par 'espace
linéaire E‘IA de 'ensemble A et le fonctionnnel Minkowski n 4 de I’ensemble A.

Définition. Soit F une famille d’ensembles absolument convexes de l’espace
E'. La topologie inductive J(F) définie par la famille F sur Uespace E' est
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la plus fine topologie localement convexe pour laquelle les applications ja :
(E)y,na) — (E',§(F)) sont continues.

On a examiné divers cas pour la famille F, famille des ensembles absolu-
ment convexes et compacts ou précompacts dans les espaces E_ et Eﬁ (E, est

l'espace E avec la topologie Mackey 7, 3 est la topologie de la convergeance
uniforme sur tous les ensembles bornés de (E,t)).

2.2. Soit U une base d’ensembles absolument convexes de la topologie t et
F={U°%U €U}, ot U° est polaire & I'ensemble U : U° = {f € E'||f(U)| <
1}.

Définition [1]. Lespace (E,t) est nommé inductif semi-réflexif, si (E ,j(F)) =
E.

La sous-catégorie des espaces inductifs semi-réflexifs sera notée par iRR.

2.3. Théoréme [1|. Un espace localement convere est inductif semi-
réflectif alors et seulement alors quand sa Sh-réplique est un espace complet.

2.4. Remarques. 1. Tenant compte des notations ci-dessus, le résultat
mentionné sera écrit
iR =8h *gp Fo.

2. Ainsi iR € R} (eSh), et
IR =8h*5 T
pour T € R et ShNiR C T C A\r(8h) ([4], Théoreme 4.13).
3. ([4], Théoreme 6.4). iR = Ch x4 (ShNTy) ou (Ch,8h) € P..

2.5. Théoremes. 1. tX = uX . vX est ((e8h)T,e8h)-factorisation de
morphisme tX.
2. Mentionnons aussi que

sR =8 *4r ql'g
(voir [6]). De plus,
SR =8 *4. T, sR = J\~/[>x<d (8N qlo)
pour T € Ret SNsR C T C Asr(8) ([4], Théoreme 4.13).

3. La sous-catégorie des espaces B-inductifs semi-réflexifs

3.1.Définition [5]. Un ensemble A absolument convexe dans un espace lo-
calement convexe (E,t) est nommé sphére Banach, si (Ea,n4) est un espace
Banach.
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3.2. Définition [7]). Soit (E,t) un espace localement conveze et F la
famille de toutes les spheres Banach de E. L’espace (E,t) est nommé B-
inductif semi-réflexif si (E',j(F)) = E.

La sous-catégorie des espaces B-inductifs semi-réflexifs sera notée par B-iR.

3.3. Soit X € [CaV],m~ : mX — X la M-coréplique de X et s7'X : mX —
spmX la Sh-réplique de mX.

Théoréme [7]. L’espace localement convere X est B-inductif semi-réflexif
alors et seulement alors quand spmX est complet: spmX € |Tg].

3.4. Lemme. 1. iR C B-iR C sR.
2. B-iR = Q.g(M N iR).
3. B-iR = Q(iR).

Démonstration. 1. L’inclusion iR C B-iR est mentionnée dans [7].

B-iR C sR. Soit (E,t) € |B-iR|. Alors E. = (E’, j(¥)). Donc E. est un es-
pace tonnelé comme limite inductive d’une famille d’espace Banach ([6], cap.II,
p.7.1 et 7.2). Alors (E,t) est un espace semi-réflexif ([6], cap.IV, Affirmation
5.5).

2. B-iR C Qs(M NiR). Soit A € |B-iR|,mA : mA — A M-coréplique
de A et SZ”A : mA — spmA Sh-réplique de mA. En vertu du Théoréeme 3.3
spmA € |To| et en vertu de p. 2.4 mA € [iR|. Donc A € |Q.s(M NiR)|.

Q.s(MNiR) C B-iR. Soit A € |Qus(M N iR)|, m? : mA — A M-coréplique
de A. Alors mA € [iR|. Donc spmA € |Tg].

3. B-iR C Qug(iR). Soit X € |B-iR|, et m¥ : mX — X M-coréplique de
'objet X. Alors mX € [iR| et m* € uM = 8. Donc X € |Q.s(iR)|.

Q.5(iR) C B-iR. Soit A € |Q.x(iR)|. Alors A est un (£8)-facteur-objet d’un
objet X € [iR]: b: X — A € £8. Soit m¥ : mX — X M-coréplique de 'objet
X. Alors b-m¥X :mX — A et JV[—coréplique de 'objet A.

Soit encore que SZ”“X :mX = symX et s;? : X — spX Sh-répliques des

I’objets respectifs. Alors
si X = sp(m¥) - sy, (1)

ou siv, smX et m*X appartiennent a la classe €8 = €,NM,. Donc sp(m*) € &8

aussi.
Puisque X € [iR], il résulte que s, X € [I'g|. Alors spmX € |Ig| aussi,
puisque s,(m~) € €8. Ainsi on a démontré que symA € [Tg| et A € |B-iR|.0
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mA=mX > smA=s,mA

. .
' s, (1)

X
) > 5. X

3.5. Théoreme. B-iR € R} (eS).

Démonstration. Vérifions que B-iR € R. Il en suffit de démontrer que la
sous-catégorie B-iR est fermée par rapport avec les produits et les sous-espaces
fermés - M s-sous-objets.

Soit {X;,7 € J} une famille d’objets de la sous-catégorie B-iR, on a

shmHXi = shHmXi

puisque le foncteur coréflecteur m : CoV — M commute avec les produits ([6],
cap. IV, Théoréme 4.3). Puisque S C Sh, le foncteur s : CoV — Sh commute
avec les produits, (voire [3], Exemple 3.9). Donc

splImX; = lspymX; et spmIlX; € [Tg].

Vérifions que la sous-catégorie B-iR est fermée par rapport aux les sous-
espaces fermés - My-sous-objets. Soit A € |B-iR| et i : X — A € My.
Examinons le diagramme suivant commutatif formé de M-coréplique et Sh-
réplique des objets respectifs.

iomX = mt (i), o

snli) - s = sit - 2)
sum(i) - 7% = A m(i), (3)
¥ mX = s (m¥) - X (4)
st mA = sy (m) - 54, (5)
sui) - s (mX) = sy (m*) - spm(i). (6)

De plus
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est le carré cartésien construit sur les morphismes s (i) et s (m?4). Alors, de
Iégalité (6), on déduit que

sp(m™) =b- by, (8)
shm(i) == il . bl. (9)
pour un morphisme b;.
mii) .
mX > mA A
~ . 5
,yf;"'-‘ 5, m(i) | .
d s, mA_p, _ s, mA
m ) v <y I
&, pP==- n A
X R [ > 1 o s,6m )
l £ . i
T gh 8,0) Yy
& s ' &N

M est une sous-catégorie (€, N M, )-coréflective et Sh est une sous-catégorie
(€4 N My)-réflective. De plus, la classe &, N M, est (&, N M, )-héréditare et
(£, NM,,)-cohéréditare. Ainsi, dans les égalités (4) et (5), tous les morphismes
appartiennent & la classe &, N M,. Puisque s;(m?) € &, N M,, il résulte que
be &, NM,. De l'égalité (8), on déduit que b; € &, N M,, aussi.

La sous-catégorie Sh est c-réflective (voir [3]). Une sous-catégorie R est c-
réflective si et seulement si R est &,-réflective et le foncteur r : G5V — R est
exactement a gauche: r(My) C My ([3], Théoreme 2.7).

Ainsi s, (i) € My. Donc iy € My aussi, et P, comme sous-espace fermé de
I’espace complet smA, est complet. Puisque s;L”X est une application bijective
et by € My, les topologies des espaces mX et spmX sont compatibles avec la
méme dualité. Donc spmX € |Tg|.

B-iR € Ry (e§). Résulte du Lemme 3.4 p.2.

B-iR € R%(£8). Soit A € |B-iR|, b: X — A€ eS=pMet m¥:mX - X
JT/[—coréplique de X. Donc b-m~ : mX — A est J\%—coréplique de Aet mX €
liR|. Alors X € |B-iR|.0

3.6. Mentionnons que iR € R}(eSh) et B-iR, sR € R} (e8). Dans 'ouvrage
[7], on affirme que les sous-catégories des espaces inductifs semi-réflexifs et B-
inductifs semi-réflexifs ne coincident pas. Soit (E,t) un espace réflexif normé
infinit dimensionnel. On affirme que (E,o(E, E')) est B-inductif semi-réflexif,
mais il n’est pas inductif semi-réflexif.

3.7. Théoréme. 1. B-iR = Ch+y (ShNW), ot U = ShV BiR, U est le

supréme des sous-catégories Sh et B-iR dans la latice R.
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2. B-iR = Sh *4 T, pour tout T € R et SN B-iR C T C Ap_;»(Sh).

3. B-iR C 8h *g ITg.

Démonstration. 1.Le Théoréme 6.4 [4] indique une méthode qui permet
de construire B-iR-réplique de tout objet de la catégorie Co'V.

2. Voir [4] Théoreme 4.19.

3. Soit A € |B-iR| et on va démontrer que Sh-réplique s, A appartient & la
catégorie (I'g. On a le diagramme commutatif

ard

A I
e > s, A
1 A
4 :
m l A lix-ﬁp” J
5, .
A > 5,4

dans lequel tous les morphismes appartiennent a la classe &, N M, = 8. De
plus, s,mA € [Tg|. Ainsi, spA € |Qes(Tg)| = |ITo|.0

3.8. Soit Ch la conjuguée de la sous-catégorie 8h : (Ch, Sh) € P.. Examinons
les foncteurs respectifs:

cp i CoV — Ch,sp : CoV — 8h, i, : CoV — iR,
by : CoV = BiR,m : CoV — M, s: CoV — 8.
Théoreme. 1. Soit T € K. et Ch C T. Alors les foncteurs t : CoV — T et
i, commutent: t -1, = 1, - t.
2. Soit L € R, et L C 8h. Alors les foncteurs 1 : CoV — L et i, commutent:
-t =1, - L.
3. Soit T € K.. Alors les foncteurs t : CoV — T et b, commutent: t - b, =
b, - t.

Démonstration. Les affirmations 1 et 3 résultent du Théoréme 5.2, et les
affirmations 2 et 4 résultent du Corollaire 5.5 [4].0
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